5.3 Arquimedes y la aproximacion al area

La mayor parte de los trabajos de Arquimedes se refieren a la determinacion de areas de
superficies curvas y voliumenes de solidos, que se obtienen a través de la comparacion con
areas y volimenes de triangulos, rectangulos y cubos. Su técnica demostrativa mas
poderosa es la combinacion de un procedimiento de demostracién por reduccion al absurdo
con el Ilamado método de exhaucion.

Arquimedes aplicaba el método de exhaucion de tres formas distintas:

e Por «aproximacion», en la que una sucesion de poligonos regulares se inscribe en
la figura curva en cuestion y se establece que la diferencia de areas entre la figura
curvay los poligonos es menor que una cantidad dada para un numero
suficientemente grande de lados del poligono regular. Normalmente cada poligono
se obtiene del anterior doblando el nimero de sus lados.

e Por «compresion-diferencia», en la que se encierra la figura curvilinea mediante
sucesiones de poligonos regulares inscritos y circunscritos, tales que la diferencia
entre ellos (el circunscrito menos el inscrito) puede hacerse menor que cualquier
cantidad dada por pequefia que esta sea. De ese modo, la diferencia entre la curva
dada y los términos de ambas secuencias, con mayor razon, sera menor que la
cantidad dada.

e Por «compresion-division», procedimiento semejante el anterior, salvo en que la
razon (divisién) de las areas de los poligonos se acerca a la unidad mas que
cualquier razén preasignada.

1. Calculo del Octagono Inscrito (A4;)

En el octagono inscrito, los vértices tocan el circulo. Esto significa que los dos lados
iguales de cada triangulo interno son exactamente el radio del circulo (r = 1).

Para hallar el drea de uno de estos 8 triangulos, usamos la formula trigonométrica o
geomeétrica del area de un triangulo conociendo dos lados y su angulo comprendido (

é‘a-b‘sine):

&
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Area de 1 triangulo inscrito: % x 1x1xsin(45°) = é x =~ 0.35355

Area total del octagono inscrito (4;): Multiplicamos el rea de ese triangulo por los
8 lados del octagono:

A;=8x§ =2v/2 ~ 2.8284



2. Célculo del Octagono Circunscrito (A.)

En el octagono circunscrito, el poligono esta por fuera del circulo. Esto significa que la
altura (h) de cada uno de los 8 triangulos es exactamente igual al radio del circulo (h =1
= 1), mientras que su base queda por fuera.

Para hallar la base de este triangulo, dividimos el triangulo de 45° a la mitad, obteniendo
un triangulo rectangulo con un angulo de 22.5° en el centro:

. . ) cateto opuesto mitad de la base
« Usando trigonometria basica: tan(22.5°) = r =

cateto adyacente 1

e Sabemos por identidad geométrica que tan(22.5°) = \/5 -1

« Por lo tanto, la base completa de uno de los 8 triangulos circunscritos es: Base = 2

x (V2 =1).

« Area de 1triangulo circunscrito: Basexaltura _ 20/2-1x1 _ \/5 —1=x0.4142
2 2

« Area total del octagono circunscrito (A4,): Multiplicamos por los 8 triangulos
exteriores:

A, =8x (/2 —1) ~ 3.3137

3. Aplicacion de las tres l6gicas con estos resultados

Ahora que tenemos los dos valores exactos (4; = 2.8284 y A, = 3.3137), podemos ver
como actuan los tres métodos explicados anteriormente sobre este mismo octagono:

Operacion Resultado con el
Método Matematica Octagono Significado Geométrico
Aproximacién Usa solo 4; El areaesmayora  El octagono interno ya cubre el 90%
2.8284 del circulo.
Diferencia A — A 3.3137 — 2.8284 El érea real esta encerrada enun
= 0.4853 "margen de error” de 0.48.
Division Ac 3137 _ 11715 El poligono exterior es un 17.15% mas
A 2.8284

grande que el interior.



Para comprenderlo visualmente de forma matematica, la relacién entre ambos poligonos
y el circulo se puede ver en la siguiente estructura:

Compresiéon Geométrica del Octagono (r=1)
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